Лабораторная работа № 1
Тема: Элементы теории погрешностей

Задание 1. Округляя числа до трех значащих цифр, определить абсолютную Δ и относительную δ погрешности полученных приближенных чисел.

	N вар.
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	x
	2,1514
	0,16152
	0,01204
	1,225
	-0,0015281
	-392,85
	0,1545
	0,003922
	625,55
	94,525
	-123,64
	0,098675
	-48,5253
	3846,15
	0,00181351


Задание 2. Определить абсолютные погрешности следующих приближенных чисел по их относительным погрешностям.

	N вар.
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
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	132,67
	2,32
	35,72
	0,896
	232,44
	26,145
	4,567
	0,987
	111,43
	468,38
	18,135
	-5,542
	0,478
	-0,0351
	63,4

	δx
	0,14%
	0,72%
	1,12%
	11%
	1,91%
	0,13%
	0,067%
	0,021%
	1,7%
	12%
	0,35%
	1,25%
	9,5%
	13,4%
	0,257%


Задание 3. Определить количество верных цифр в числе x, если известна его абсолютная погрешность.

	N вар.
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
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	0,394
	0,1132
	38,2543
	293,481
	2,325
	14,00231
	0,0842
	0,00381
	-32,285
	-0,2113
	345,513
	48,353
	7,1245
	0,54325
	0,032147

	Δx
	0,25(10-2
	0,1(10-3
	0,27(10-2
	0,11
	0,1(10-1
	0,1(10-3
	0,15(10-2
	0,1(10-4
	0,2(10-2
	0,5(10-2
	6,7(10-2
	3,5(10-2
	9,2(10-2
	4,8(10-3
	7,3(10-4


Задание 4. Определить количество верных цифр в числе, если известна его относительная погрешность.

	N вар.
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
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	1,8921
	0,2218
	22,351
	0,02425
	0,000135
	9,3598
	0,11452
	48361
	592,8
	14,9360
	2,1317
	0,3846
	115,14
	0,07281
	27,3541

	δx
	0,1(10-2
	0,2(10-1
	0,1
	0,5(10-2
	0,15
	0,1%
	10%
	1%
	2%
	1%
	0,035
	0,47
	0,213
	1,43%
	0,378%


Задание 5. Вычислить значения следующих функций при указанных значениях аргумента. Определить абсолютные и относительные погрешности результатов, считая все знаки исходных данных верными.
	N вар.
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	F(x)
	x3sin(x)
	x ln(x)
	excos(x)
	x2cos(x)
	x2 ln(x)
	exsin(x)
	x2tg(x)
	x2/ln(x)
	ex/sin(x)
	x2ctg(x)
	ex/cos(x)
	x3(cos(x)
	x2(ln(x)
	e2x(sin(2x)
	ln(x)(sin(x)
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	1,414
	3,142
	1,732
	1,414
	3,142
	1,732
	1,414
	3,142
	1,732
	1,414
	1,318
	2,154
	3,211
	0,487
	5,135


Задание 6. Вычислить значения следующих функций при указанных значениях переменных. Определить абсолютные и относительные погрешности результатов, считая все знаки исходных данных верными.
	N вар.
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	u
	ln(x1+x22)
	(x1+x22)/x3
	x1x2+x1x3
	x3+ln(x1+x22)
	(x1+x23)/x3
	x12x2+x1x3
	2ln(x13+x2)
	(x1+x23)/x32
	x1x2+x1x32
	arctg(x1)+x2x32
	(х12-х2)/х3
	ln(x1+x2x3)
	x1x2x3+x22
	sin(x1)+x2x3
	x1/(x22-x3)
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	0,91
	3,28
	2,104
	0,93
	4,18
	1,207
	0,698
	3,438
	1,555
	2,334
	2,312
	4,765
	1,532
	1,463
	235,453
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	1,132
	0,932
	1,935
	1,231
	0,345
	1,467
	1,351
	0,873
	2,122
	3,663
	1,243
	3,586
	2,312
	3,747
	3,121
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	–
	1,132
	0,845
	0,756
	2,178
	0,787
	–
	1,234
	0,977
	1,112
	0,411
	6,879
	3,839
	2,368
	0,741


Элементы теории погрешностей

Под погрешностью понимается некоторая величина, характеризующая точность результата. Существуют три вида погрешностей:

1) неустранимая погрешность, возникающая из-за неточности исходной информации, например неточности измерений;

2) погрешность метода;

3) погрешность вычислений, возникающая из-за округлений.

Основная задача теории погрешностей – указание области неопределенности результата.

Абсолютная и относительная погрешности

Абсолютной погрешностью числа x называется величина (х, удовлетворяющая условию
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где x – точное значение величины, а 
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 – ее приближенное значение. В этом случае говорят, что 
[image: image10.wmf]x

~

 определено с точностью до (х, т.е. 
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Отношение абсолютной погрешности к абсолютному значению приближенной величины
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называется относительной погрешностью 
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. Следовательно,
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Относительная погрешность чаще всего указывается в процентах. Точность результата лучше характеризует его относительная погрешность, которая показывает какую часть самого числа составляет погрешность. Абсолютные и относительные погрешности числа принято округлять только в большую сторону, так как при округлениях границы

неопределенности числа, как правило, увеличиваются. По этой причине вычисления ведут с одним-двумя запасными знаками.

Рассмотрим, как определяются верные значащие цифры чисел. Значащими цифрами числа называются все цифры в его записи, начиная с первой ненулевой слева. Значащая цифра называется верной, если абсолютная погрешность числа не превосходит половины единицы разряда, соответствующего этой цифре. В противном случае цифра называется сомнительной. 

Например, пусть 
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 Тогда число 
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 имеет верные знаки 1,2,3, а 9 и 6 – сомнительные, т.к. 
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Если число имеет лишь верные цифры, его округленное значение имеет также лишь верные цифры. Приближенное значение числа, имеющего все верные цифры, может не совпадать с его точным значением.

При вычислениях желательно сохранять такое количество значащих цифр, чтобы их число не превышало числа верных цифр более чем на две единицы.

Возникновение вычислительных погрешностей

При решении задач на ЭВМ возникают так называемые вычислительные погрешности. Они обусловлены округлением чисел при записи и при выполнении арифметических операций.

Рассмотрим представление чисел в ЭВМ, которая работает, как правило, в двоичной системе, когда любое число записывается в виде последовательности нулей и единиц. Пусть x – действительное число. Его можно записать в двоичной системе с плавающей запятой:
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(1)
где параметр p определяет порядок числа, а параметр t – количество значащих цифр в числе. Порядок чисел, представимых в ЭВМ, ограничен сверху и снизу, т.е.
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где 
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 – машинный ноль, 
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 – машинная бесконечность.

Все вещественные числа, которые могут быть представлены в данной ЭВМ, расположены по абсолютной величине в диапазоне от M0 до M(. Если в процессе счета появится вещественное число, меньшее по модулю чем M0, то ему присваивается нулевое значение. При появлении в процессе счета вещественного числа, большего по модулю, чем M(, происходит так называемое переполнение разрядной сетки, после чего ЭВМ прекращает счет задачи.

Абсолютная погрешность записи числа с плавающей запятой (1) не больше единицы последнего разряда, т.е.
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Из этого соотношения получим относительную погрешность представления

(1) чисел в ЭВМ:
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То есть, предельная относительная погрешность представления действительных чисел в ЭВМ 
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 зависит только от значения t – числа разрядов, отведенных под мантиссу в записи числа. Чем больше t, тем точнее представление чисел.

При выполнении арифметических действий на ЭВМ одна арифметическая операция

вносит относительную погрешность не более чем 2–t.

Прямая задача теории погрешностей

Пусть в некоторой области ( n-мерного действительного пространства рассматривается непрерывно дифференцируемая функция

z = f(x1, x2,..,xn).

Предположим, что в точке (x1, x2,..,xn) области ( нужно вычислить значение
 z = f(x1, x2,..,xn) и нам известны лишь приближенные значения 
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 и их погрешности.

Если воспользоваться формулой Лагранжа, то для приближенного значения функции 
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 можно получить оценку при малых 
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Рассмотрим распространение погрешностей при выполнении арифметических операций. Пусть x, y – точные значения (x > 0,  y > 0), 
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 – относительные погрешности значений 
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Если 
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 и из (1.3) следует, что 
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. Приведем формулы определяющие погрешности арифметических операций.

1) При выполнении сложения:
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2) При выполнении вычитания:
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3) При выполнении умножения:
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4) При выполнении деления:
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Обратная задача теории погрешностей

Обратная задача теории погрешностей состоит в определении допустимой погрешности аргументов по допустимой погрешности функции.

Для функции одной переменной z = f(x) абсолютную погрешность можно приближенно вычислить по формуле
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Для функции нескольких переменных z = f(x1, x2, ..., xn) задача решается при следующих ограничениях.

1) Если значение одного из аргументов значительно труднее измерить или вычислить с той же точностью, что и значения остальных аргументов, то погрешность именно этого аргумента надо согласовать с требуемой погрешностью функции.

2) Если значения всех аргументов можно одинаково легко определить с любой точностью, то применяют принцип равных влияний, т.е. считают, что все слагаемые 
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 равны между собой. Тогда абсолютные погрешности всех аргументов определяются формулой
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