Лабораторная работа 10
Задача Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений

Пусть требуется найти решение задачи Коши:
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На отрезке [a,b] зададим конечное множество точек 
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. Будем искать приближенное решение задачи (1) в выбранных точках xi.

1. Метод Эйлера
В методе Эйлера приближенные значения искомой функции yi ≈ y(xi) вычисляются последовательно по формуле:
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где hi = xi+1 – xi. При этом искомая интегральная кривая y(x), проходящая через точку (x0,y0), заменяется ломанной с вершинами в точках (xi,yi). Оценка погрешности производится двойным пересчетом. Расчет на отрезке [xi,xi+1] повторяют с шагом hi ∕2 и сравнивают более точное решение y*i+1 c yi+1. Если ‌| y*i+1 - yi+1 | больше заданной точности ε, то отрезки еще раз делят пополам. Процесс повторяется до тех пор, пока | y*i+1 - yi+1 | не станет меньше, либо равным заданной точности ε.
2. Метод Эйлера-Коши

Решение задачи (1) проводится в несколько этапов. Вначале вычисляется нулевое приближение
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затем находят более точно приближение
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Остаточный член на каждом шаге в методе Эйлера-Коши имеет порядок О(h3).

Метод Эйлера-Коши можно еще более уточнить, применяя итерационную обработку yi.
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Итерации продолжаются до тех пор, пока в пределах требуемой точности два последовательных приближения 
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 не совпадут. После чего 
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 принимается за приближенное значение 
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3. Метод Рунге-Кутта
Пусть на отрезке [a,b] выбрана равномерная сетка
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Предположим, что приближенное значение yi решения исходной задачи в момент x = xi уже известно.

Метод Рунге-Кутта второго порядка точности состоит в следующем. Сначала, используя схему Эйлера 
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вычисляют промежуточное значение 
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, затем из разностного уравнения
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находят искомое значение 
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Приведем примеры методов Рунге-Кутта более высокого порядка точности.

Метод Рунге-Кутта третьего порядка точности состоит в последовательном вычислении следующих величин для вычисления значения 
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Метод Рунге-Кутта четвертого порядка состоит в следующей последовательности вычислений:
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Оценка погрешности производится двойным пересчетом, т.е. сначала вычисляется решение с шагом h, а затем с шагом h/2.
4. m – шаговый метод Адамса
При решении задачи Коши (1) m – шаговым методом Адамса считается, что найдены приближения 
[image: image38.wmf]m

n

n

n

y

y

y

-

-

-

,

,

,

2

1

K

решения задачи Коши в точках 
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 равномерной сетки с шагом h. Приближенное значение 
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 выражается через них по следующей формуле:
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где 
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 Для начала расчета необходимо задать m начальных значений 
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, которые могут быть вычислены методом Рунге-Кутта или Эйлера. Это “начало решения” должно быть вычислено с большой точностью по сравнению с основной задачей. Расчет начинается с 
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Если 
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, то метод Адамса называется явным, в противном случае – неявным. Наивысший порядок аппроксимации m – шагового метода Адамса равен m+1, а явного метода Адамса -  m.
Приведем примеры методов Адамса m-го порядка аппроксимации.

[image: image50.wmf]2

1

1

2

1

2

3

-

-

-

-

=

-

n

n

n

n

f

f

h

y

y

,      (m = 2),


[image: image51.wmf])

5

16

23

(

12

1

3

2

1

1

-

-

-

-

+

-

=

-

n

n

n

n

n

f

f

f

h

y

y

,    (m = 3),

[image: image52.wmf])

9

37

59

55

(

24

1

4

3

2

1

1

-

-

-

-

-

-

+

-

=

-

n

n

n

n

n

n

f

f

f

f

h

y

y

,     (m = 4),

[image: image53.wmf])

251

1274

2616

2774

1901

(

720

1

5

4

3

2

1

1

-

-

-

-

-

-

+

-

+

-

=

-

n

n

n

n

n

n

n

f

f

f

f

f

h

y

y

,    (m = 5),


[image: image54.wmf])

8

5

(

12

1

2

1

1

-

-

-

-

+

=

-

n

n

n

n

n

f

f

f

h

y

y

,    (m = 3),

[image: image55.wmf])

5

19

9

(

24

1

3

2

1

1

-

-

-

-

+

-

+

=

-

n

n

n

n

n

n

f

f

f

f

h

y

y

,   (m = 4),

[image: image56.wmf]),

19

106

264

646

251

(

720

1

4

3

2

1

1

-

-

-

-

-

-

+

-

+

=

-

n

n

n

n

n

n

n

f

f

f

f

f

h

y

y

   (m = 5).

Последние три метода являются неявными и содержат искомое значение нелинейно, поэтому для их реализации необходимо применять итерационные методы.

Задачи:
1) 
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Варианты:
1. Методом Эйлера решить дифференциальные уравнения на отрезке [a,b]. Построить графики приближенного и точного решений. 
Вариант 1: задача 1,

Вариант 2: задача 2,

Вариант 3: задача 3,
Вариант 4: задача 4.
2. Применяя метод Эйлера-Коши, найти решение дифференциального уравнения в указанной точке  с точностью 0.001. Построить графики приближенного и точного решений.

Вариант 5: задача 1,

Вариант 6: задача 2,

Вариант 7: задача 3,

Вариант 8: задача 4.

3. Применяя метод Эйлера-Коши с уточнением, составить таблицу приближенных значений решения дифференциального уравнения на отрезке [a,b] с точностью 0.001. Построить графики приближенного и точного решений.
Вариант 9: задача 1,

Вариант 10: задача 2,

Вариант 11: задача 3,

Вариант 12: задача 4.

4. Методом Рунге-Кутта второго порядка найти решение на отрезке [a,b] следующих дифференциальных уравнений при заданных начальных условиях с указанным шагом h. Построить графики приближенного и точного решений.

Вариант 13: задача 1,         h=0.05,

Вариант 14: задача 2,         h=0.1,

Вариант 15: задача 3,         h=0.1,

Вариант 16: задача 4,         h=0.05.

5. Методом Рунге-Кутта четвертого порядка найти решение на отрезке [a,b] следующих дифференциальных уравнений при заданных начальных условиях с указанным шагом h. Построить графики приближенного и точного решений.

Вариант 17: задача 1,         h=0.005,

Вариант 18: задача 2,         h=0.05,

Вариант 19: задача 3,         h=0.01,

Вариант 20: задача 4,         h=0.1.

6. Неявным методом Адамса указанного порядка точности найти решение дифференциального уравнения на данном отрезке. “Начальный отрезок” найти методом Эйлера. Внутренние итерации производить по методу Ньютона. Построить графики приближенного и точного решений.

Вариант 21: задача 1,         h=0.05,         m = 3,
Вариант 22: задача 2,         h=0.01,         m = 4,
Вариант 23: задача 3,         h=0.1,           m = 5,
Вариант 24: задача 4,         h=0.05,         m = 3.     
7. Явным методом Адамса указанного порядка точности найти решение дифференциального уравнения на данном отрезке. “Начальный отрезок” найти методом Рунге-Кутта. Построить графики приближенного и точного решений.

Вариант 25: задача 1,         h=0.05,         m = 3,
Вариант 26: задача 2,         h=0.01,         m = 2,
Вариант 27: задача 3,         h=0.1,           m = 3,
Вариант 28: задача 4,         h=0.05,         m = 4.   
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