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Цель и задачи дисциплины

Дисциплина является дисциплиной федерального компонента блока    ОПД.Р  и является обязательной  для  бакалавров.

Цель дисциплины – получение основ теории функционального анализа, установление связи исследуемых теоретических задач с задачами теории дифференциальных и интегральных уравнений.

Основные задачи дисциплины состоят в следующем:

1. показать, что, объединяя алгебраический и геометрический подходы к исследованию множеств функций и более общих множеств, можно получить достаточно общие и содержательные результаты;

2. указать возможность применения результатов функционального анализа к исследованию дифференциальных уравнений.

3. выявить и продемонстрировать существующую связь между собой ряда теорем  классического математического анализа, отобразив их на основные принципы функционального анализа.

Содержание программы

     Метрические пространства (м.н.). Определение, примеры и построение новых м.п. из уже имеющихся. Критерий полноты. Пополнение м.п. Применение полных м.п., основанное на принципе Банаха о неподвижной точке. Предкомпактные множества в м.п., их связь с ограниченными и конечными множествами. Критерий Хаусдорфа, использующий понятие 
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 - сети. Свойства непрерывных функционалов на компакте. Теорема Арчела и критерий предкомпактности в 
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- пространствах. Сепарабельность м.п. и подпространств.

Линейные нормированные пространства (ЛНП). Определение, примеры ЛНП, банаховы пространства. Норма линейного оператора, процедура ее поиска. Пространство линейных непрерывных (ограниченных) операторов, случай его полноты. Полнота сопряженного пространства. Основные теоремы функционального анализа: Хана – Банаха, Банаха – Штейнгауза и теорема Банаха об изоморфизме. Гильбертовы пространства, аксиоматика, примеры, ряды Фурье по ортонормальным системам (ОНС). Полные ОНС, их роль в получении классификации сепарабельных гильбертовых пространств. Теорема о ближайшем элементе, разложение в прямую сумму подпростантсв; поиск сопряженного пространства. Общие свойства сопряженных пространств. Теорема отождествления и теорема замкнутости подпространств. Определения, примеры и признаки слабой сходимости последовательности элементов в ЛНП. Критерий Банаха – Штейнгауза. Случай некоторых конкретных ЛНП, общий вид линейных непрерывных функционалов в них. Теория Рисса для линейных уравнений с компактным оператором. Признаки конечномерности ЛНП и компактности линейного оператора. Понятие, свойства и применение сопряженного оператора в проблеме разрешимости линейных уравнений. Биортогональные системы Чебышева, альтернатива Фредгольма. Признаки обратимости и понятие спектра компактного оператора. Определение, примеры и свойства самосопряженного оператора на Гильбертовом пространстве; свойства его спектра. Теорема Гильберта – Шмидта, применение.

Дополнительные главы функционального анализа. Свойства выпуклых и поглощающих множеств векторных пространств. Функционал Минковского и его свойства. Дальнейшие свойства линейных функционалов. Гиперплоскости и нестрогое отделение выпуклых множеств гиперплоскостями. Свойства компактов, являющихся выпуклыми множествами. Теорема строгой отделимости; частный случай конечномерных пространств.

 Теория Лебега. Кольца и алгебры множеств. Меры на полукольцах и кольцах множеств, их свойства. Счетная аддитивность меры, критерий. Задача продолжения мер и ее решение. Алгебра мноеств, измеримых по Лебегу. Мера Лебега и ее свойства. Теорема об измеримости функций, полученных в результате арифметических действий и предельного перехода. Теорема Лебега о сходимости по мере. Теорема Рисса. Структура измеримых функций. Линейность интеграла. Суммируемость ограниченной измеримой функции. Теорема аддитивности интеграла по множествам. Теорема об абсолютной непрерывности интеграла Лебега. Теорема Лебега, Б. Леви и Фату о предельном переходе под знаком интеграла.

Перечень основной  литературы
1. *Колмогоров А.Н., Фомин С.В. Элементы теории функций и функционального анализа. М.: Физматлит, 2006.

                                          Перечень  дополнительной  литературы

1. *Треногин В.А., Писаревский Б.М., Соболев Т.С. Задачи и упражнения по функциональному анализу. М.: Физматлит, 2005.

2. *Гейт В.Э. Теория меры, измеримых функций и интеграл Лебега. Методические материалы. Челябинск: 2001.

3. *Гейт  В.Э. Функциональный анализ. Тексты лекций. Челябинск: 2006.

4. *Люстерник Л.А., Соболев В.И. Краткий курс функционального анализа. М.: Наука, 1982.

5. *Рудин У. Функциональный анализа. СПб.: Лань, 2005.

* Данные источники имеются в научной библиотеке ЧелГУ

Рабочая программа

	№
	Название темы
	Кол-во часов

	5 семестр

	1
	Основные понятия и факты о полных метрических пространствах
	4

	2
	Основные понятия и факты о линейных нормированных пространствах
	4

	3
	Основные теоремы функционального анализа
	4

	6 семестр

	1
	Факты и понятия гильбертовых пространств
	4

	2
	Сопряженные пространства, слабая сходимость, теория Рисса
	4

	3
	Элементы спектральной теории. Альтернатива Фредгольма
	4

	7 семестр

	1
	Отделимость выпуклых множеств гиперплоскостями
	4

	2
	Теория меры и измеримых функций.
	4

	3
	Теория интеграла Лебега
	4

	ИТОГО
	24


Требования к уровню усвоения программы

После изучения функционального анализа студент должен знать основные определения и понятия теории, уметь приводить их иллюстрирующие примеры и контрпримеры. Уметь работать с открытыми, замкнутыми, компактными и ограниченными множествами в метрических пространствах. Знать признаки и критерии упомянутых множеств. Понимать значение банахавского принципа неподвижной точки   в применении его к классическим теоремам существования. Знать процесс построения меры Лебега посредством продолжения ее с полукольца множеств на наименьшее кольцо, порожденное этим полукольцом. Знать определение и свойства интеграла  Лебега на множествах конечной меры. Уметь находить норму ограниченного линейного оператора в линейных нормированных пространствах. Знать свойства пространства всех ограниченных линейных операторов и три основные теоремы функционального анализа: теорему Хана-Банаха, теорему Банаха-Штеингауза, а также теорему Банаха об обратном операторе. Понимать значение компактных операторов в теории Рисса о решении линейных операторных уравнений в банаховых пространствах. Знать основные факты теории гильбертовых пространств и теории линейных векторных пространств.

Учебно-методические указания студентам.

По части 1, 5 семестра (см. перечень вопросов) рекомендуется использовать [4,с. 451] дополнительного списка литературы, где изложена история возникновения и развития функционального анализа. Метрические пространства и их свойства обстоятельно изложены в [1;2]  (основн. списка).А в качестве сборника задач можно использовать главы 1-6 из книги [5] (дополн. списка). При изучении теории меры можно пользоваться  книгой [1] (основн. списка), а также пособием [9] (дополн. списка). В качестве задачника годится [5] (дополн. списка), глава 7. По вопросу об основных теоремах функционального анализа рекомендуются книга [1] (основн. списка), а также [3] (дополн. списка). Теорему Банаха об обратном операторе следует изучать по книге [1] (основн. списка), а также по пособию [3] (дополн. списка). Гильбертовы пространства целесообразно изучать по книге [1] (дополн. списка), с привлечением [1] (основн. списка), а также [3] (дополн. списка). Ответы на вопросы части 2 (6 семестр) можно найти в книге [1] (дополн. списка), а также в пособии [3] (дополн. списка).

Методические рекомендации преподавателю

1. Делается прежде (как известно) упор на характеризацию сходимости в каждом конкретном классическом метрическом пространстве; см. [2] (основн. списка) стр. 27-32.

2. В вопросе о пополнении неполных метрических пространств, при подготовке бакалавров, достаточно ограничиться лишь изложением схемы доказательства.

3. В целях экономии времени можно использовать следующий принцип для проверки полноты пространств: “если пространство X является сопряженным к пространству Y, то есть X=Y*при некотором Y, то Х-полное пространство ”. См., напр. [3] (дополн. списка), с. 25, упражнение.

4. При поиске точного значения нормы линейного непрерывного оператора, полезно приучить студентов получать прежде простые оценки “cнизу” и “cверху” для искомой нормы, учитывая специфику рассматриваемых пространств (области определения оператора и области его значений). См., например, [3] (дополн. списка), с.23.

5. При отыскании единой формы (общего вида) всех линейных непрерывных функционалов на данном линейном нормированном пространстве Х, рекомендуется предьявить сначала  некую часть в Х*, а затем уже доказывать, что она является полной частью, т.е. совпадает с Х*. См., например, [3] (дополн. списка), стр. 43 (упражнение), а также стр. 50 (предложение 1).

6. В вопросе описания спектра компактного линейного оператора, рекомендуется использовать подход, имеющийся в книге [1] (основн. списка), по сравнению с [4] (дополн. списка), как более прозрачный и доступный для понимания. См. также пособие [3] (дополн. списка), стр. 69.

7. Вместе с тем, теорию решения операторных уравнений предпочтительнее излагать по [4] (дополн. списка).

   Перечень  вопросов к экзамену  и зачёту (последние помечены   *)     

Полные метрические пространства*

1. Фундаментальная последовательность в метрическом пространстве. Упражнения.

2. Определение полного метрического пространства. Примеры. Подпространство. Полнота пространства.

3. Теорема о критерии полноты метрического пространства.

4. Определение сближающего оператора. Примеры, применение к задаче Коши.

5. Теорема Банаха о сближающем операторе.

6. Оценка скорости сходимости последовательности приближений к неподвижной точке сближающего оператора.

7. Лемма о непрерывности метрики. Понятие о пополнении неполных пространств.

Предкомпактные подмножества*

1. Определение предкомпактного множества метрического пространства и компакта. Примеры, применения.

2. Свойства предкомпактных множеств, их связь с конечностью и ограниченностью.

3. Сеть для множества в метрическом пространстве. Теорема Хаусдорфа (критерий предкомпактности), следствия их теоремы.

4. Теорема Арчела.

5. Критерий предкомпактности множества в 
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Сепарабельность метрических пространств*

1. Определение сепарабельного метрического пространства. Примеры, упражнения.

2. Существование несепарабельных метрических пространств. Примеры.

3. Сепарабельность бесконечного подпространства из сепарабельного пространства.

Линейные нормированные пространства (лнп)*

1. Определение лнп.

2. Введение расстояния в лнп. Определение Банахова пространства. Примеры, упражнения.

3. Линейный оператор. Свойства линейного оператора. Непрерывность линейного оператора, признаки.

4. Лемма о свойстве нормы линейного оператора. Доказательства свойств нормы.

5. Линейное метрическое пространство L(X,Y) всех ограниченных линейных операторов A:X→Y. Теорема о полноте этого пространства, когда Y – Банахово.

Основные теоремы функционального анализа

1. ЛНП всех непрерывных линейных функционалов f:x→R (или С). Следствие из теоремы о полноте пространства L(X,Y), когда Y – Банахово.

2. Процедура поиска норм линейного ограниченного оператора. Примеры.

3. Теорема Хана - Банаха, алгебраический вариант. Случай лнп.

4. Теорема Банаха – Штейнгауза. Лемма Банаха – Штейнгауза.

5. Теорема Бэра.

6. Лемма Банаха (о почти ограниченности линейного оператора на Банаховом пространстве).

7. Теорема о линейной непрерывной биекции A:X→Y банаховых пространств. Лемма о разложении 
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Гильбертовы пространства

1. Определение гильбертова пространства. Примеры.

2. Определение ортонормальной системы (ОНС). Ряд Фурье элемента х по данной ОНС. Примеры.

3. Теорема Грамма – Шмидта.

4. Лемма об уклонении сумм.

5. Теорема о линейном свойстве Фурье. Неравенство Бесселя.

6. Определение полной ОНС. Пример. Дальнейшие следствия к теореме из п.5.

7. Отображение 
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, относящее к каждому элементу пространства последовательность его коэффициентов.

8. Теорема Рисса – Фишера.

9. Теорема о ближайшем элементе.

10. Теорема о признаке ближайшего элемента. Единственность ближайшего элемента.

11.  Теорема о прямом разложении Н в сумму подпространств.

12. Описание сопряженного пространства Н. Теорема Рисса.

Общие свойства сопряженных пространств

1. теорема отделимости. Лемма о существовании линейного функционала с заданными свойствами.

2. Теорема о замыкании.

3. Определение слабой сходимости. Примеры, упражнения.

4. Теорема о вложении Х в свое второе сопряженного.

5. Критерий слабой сходимости.

6.  Теорема о слабой сходимости в пространстве непрерывных функций на отрезке с Чебышевской нормой.

7. Общий вид линейных непрерывных функционалов на 
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; признак слабой сходимости.

Теория Рисса решения операторных уравнений в банаховых пространствах

1. Теорема Рисса (условие конечномерности ЛНП). Лемма Рисса.

2. Определение компактного линейного оператора. Упражнения. Примеры. Признаки.

3. Линейные операторные уравнения. Лемма (о ядре). Лемма (об образе).

4. Теорема первая основная (Рисса).

5. Определение сопряженного оператора. Примеры. Норма и непрерывность сопряженного оператора.

6. Теорема об условии разрешимости уравнения

Решение операторных уравнений

1. Теорема Рисса о конечномерности ЛНП, лемма Рисса.

2. Определение компактного линейного оператора. Уравнения. Примеры, признаки.

3. Линейные операторные уравнения. Лемма о ядре. Лемма об образе.

4. Первая основная теорема Рисса.

5. Определение сопряженного оператора. Примеры. Норма и непрерывность сопряженного оператора.

6. Теорема об условии разрешимости уравнения с компактным оператором.

7. Теорема об условии разрешимости сопряженного уравнения с компактным оператором.

8. теорема Чебышева об биортогональных системах.

9. Вторая основная теорема Рисса.

10. Альтернатива Фредгольма.

Признаки обратимости. Спектр линейного оператора.

1. Теорема о достаточно близком операторе изоморфизмов. Теорема о возмущении единичного оператора.

2. Определение регулярного значения и спектре линейного оператора. Свойства спектра в общем смысле.

3. Теорема о спектре компактного оператора. Примеры.

4. Самосопряженный ограниченный оператор А. примеры, простейшие свойства.

5. Теорема о регулярных значениях самосопряженного оператора А. упражнения о спектральных значениях.

6. Теорема о свойстве спектра самосопряженного оператора А на гильбертовом пространстве Н.

7. Теорема Гильберта – Шмидта, следствия из нее.

Дополнительны главы функционального анализа

Определение выпуклых множеств в гиперплоскостях

1. Выпуклое подмножество векторного пространства над полем R. Свойства. Поглощающее подмножество векторного пространства.

2. Определение функционала Минковского. Примеры. Теорема Минковского.

3. Лемма о принадлежности 
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 для открытого С.

4. Лемма об открытом отображении. Упражнения.

5. Первая теорема отделимости. Примеры.

Строгая отделимость выпуклых множеств гиперплоскостями

1. Открытое покрытие множества в метрическом пространстве Х. Упражнения.

2. Лемма Бореля.

3. Лемма об окрестности выпуклого компакта.

4. Вторая теорема отделимости.

5. Теорема о замыкании. Теорема о строгом отделении в конечномерном случае.

Кольца и алгебра множеств

1. Определение кольца множеств. Примеры, упражнения. Операция симметрической разницы.

2. Определение подкольца. Примеры, упражнения. Определение полукольца множеств. Примеры.

3. Теорема об элементах наименьшего кольца.

Меры на полукольцах и кольцах множеств

1. Определение конечно-аддитивной меры. Примеры. Упражнения. Свойства мер на кольце Rn. Конечная полуаддитивность. Примеры.

2. Счетно-аддитивные меры. Примеры. Теорема о критерии счетной аддитивности.

3. Задача продолжения мер. Теорема о продолжении меры с полукольца на наименьшие кольца. Упражнения.

Алгебра множеств измеримых функций по Лебега

1. Определение измеримого множества по Лебега. Примеры.

2. Теорема о кольце измеримых множеств.

3. теорема об ограничении внешней меры. Следствие. Мера Лебега.

4. Теорема о замкнутости алгебры Лебега относительно счетных объединений и пересечений.

5. Теорема о непрерывности меры. Следствия.

Измеримые функции*

1. Определение измеримых функций. Примеры, упражнения. Первичные свойства измеримых функций.

2. Теорема об арифметики измеримых функций, упражнения.

3. Теорема Лебега о пределе последовательности измеримых функций, упражнения.

4. Теорема о сходимости по мере, упражнения.

5. Простая функция. Примеры, упражнения.

6. Теорема о структуре измеримых функций.

Интеграл Лебега по множествам конечной меры*

1. Определение интеграла Лебега для простых функций. Примеры, упражнения.

2. Суммируемые и несуммируемые простые функции, примеры, упражнения.

3. Теорема о линейности интеграла.

4. Лемма об условии суммируемости, следствия.

5. интеграл Лебега (общий случай). Определение суммируемой измеримой функции на множестве А. примеры суммируемых и несуммируемых функций. Упражнение: суммируемость ограниченных функций.

6. Интеграл Лебега суммируемой функции. Упражнения. Абсолютная интегрируемость.

7. Теорема об аддитивности по множествам.

8. Специальные свойства интеграла Лебега: теорема об абсолютной непрерывности и о предельном переходе.

9. Дальнейшие теоремы о предельном переходе под знаком интеграла: теоремы Леви и Фату.

Пример экзаменационного билета

ГОУВПО «Челябинский государственный университет »

Математический факультет

Кафедра вычислительной математики

Билет 1

1. Доказать  теорему Банаха  о сжимающем  операторе.

2. Доказать  теорему  о спектре  компактного  линейного   оператора.

3. Пример замкнутого  ограниченного  множества, которое  непредкомпактно.

4. Построить  кольцо  множеств,  порождённое  двумя  непустыми  и  непересекающимися  между  собой  множествами.

Зав. каф.                                                           Преподаватель

 Критерии   оценивания   на экзамене

1. Для получения оценки “удовлетворительно” требуется: 

а) знать точные формулировки обеих теорем из первых двух вопросов билетов;

b) показать свободное владение всеми понятиями, которые связаны с этими теоремами;

с) изложить доказательство по крайней мере одной теоремы;

d) дать точное решение хотя бы одной задачи с обоснованием.

2. При выполнении требований (а), (b), (d)  и доказательстве обеих теорем ставится оценка “хорошо”, как и при выполнении требований (a), (b), (c), когда решены обе задачи 3., 4.

3. Оценка “отлично” выставляется за свободное владение всем категориальным аппаратом теории, при умении доказывать обе теоремы из экзаменационного билета. Кроме того, требуется решить правильно обе задачи, сопровождая текст предлагаемых решений аргументированным, связным и обозримым изложением. 
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